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Der logurnnmuma Rechenstab verdankt seine Entstehung und Entwicklung im wesentlicher
r Aufstellung der Logarithmen durch Jost Bﬂrgl (1607) und durch Lord John Icplev (1614),
de( Aufzeichnung von logarithmischen Skalen durch Edmond Gunter (151&)
der eines zweiten Stabes durch Wingste (1627),
der fnordnung zweler gleichartiger logariihmischer Stabe durch William Oughtred (1630),
der Erfindung des Schiebers In sinem SiabkSrper durch Seth Dartidge (1657),
der Aufstsliung doppellogarithmischar Skalen durch Roget (18 =
der Wredererﬂndung des L&ufers durch Mannheim (‘ 851)

und der unter dav Leitung von Prof. Dr. Alwin Walther (1934).
Aufbau des Mathema-Stabes
Der Mathema-Stab st fir die in der und fisr der
Naturgesetze geschaffen. Zu diesem Zweck ist o als deppel!el(xgev Red\enslub (Duplex- Ferm) ausgefihrt und mit
allen so rsehen, d Rechnungen tunlichst direkt und daher bequem

und genau durchgefUhrt werden konnon. Die. Anordnung Kol hcuﬂgs\en gebrauchten Skalen auf der Vorderseite
des Stabes, die Einfuhrung siner gemeinsamen Emhen fr Jie Argumenta der Krels- und dae vaerbelfunknonen, die

[
len, die groen Skalenldngen i Marken auf dem Laufer  ereichiom ‘oo Handhabung des Mathema-Stabes
waesentlich,

Die feststehende Hauptskala, auf die alle Ubrigen Skalen des Stabksrpers bezogen sind, wird mit Y bezeichnet.
Die bewegliche Hauptskala, auf die alle Ubrigen Skalen des Stabkdrpers bezogen sind, wird mit y bezeichnet

Die beiden sind, zur ei des Stabes, sowonl auf der Siabvordarseite (untere Gleit-
fuge) als cu:h auf der Uckseite (obere Gleitfuge) ond i (0,1 bis 10) besonders ge-
kennzeichne

Die Slummlunkllnn.n sind mit f(X) od
bezogen sind. Hier ist demnach wie Ubli

mit f(x) bezeichnet, wenn sie auf die Hauptskala Y bzw. auf die Hauptskala y
ich
Y =t,
y = 1.
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Die

gehen von den Y und y aus und werden mit f(Y) bzw. mit f(y) bezeichnet.

Um die Funktionen im praktisch wichtigen Bereich darstellen zu kénnen, sind einige Skalen in mehreren Stufen aufge-
tragen.

Dem gleichen Zwecke dienen die Uber die der i vie-
ler Funktionen.

Die ebenfalls Uber die der einiger Funktionen
machen ein Umstellen des Schiebers von einer Endlage in die anders in vielen Fallen unnétig.

Alle rechtsidufigen Skalen sind schwarz geféirbt. Die riekidufigen Skalen, das sind solche, deren Zahlenwerte auf dem
Rechenstabe von rechts nach links zunehmen, sind ret geférbt.

Als gemeinsame Einheit fir die Argumente der Kreis- und der Hyperbelfunktionen, die miteinander verwandt und in
den Formeln daher oft miteinander gekoppelt sind, dient der Neugrad. Zur bequemen Umwandiung von Neugraden
in das Bogenma (Radiant) besitzt der Léufer Einstellmarken fir den Faktor x/2 auf den Normalskalen.

Die bei den auf dem Mathema-Stab sind einheitlich auf die trigonometrischen und
Skalen hiervon sind die Skalen mit eingeklammerten Funktionsausdriicken.

Die Bezeichnungen der Zahlenwerte sind zwecks guter Lesbarkeit und Ubersicht kurz gehalten.

Ein Punkt vor oder hinter einer Ziffer bedeutet, daB dieser Ziffer so viele Dezimalnullen vorangehen bzw. so viele
Nullen folgen wie die leinere angibt.

Die Skalen mit Ausnahme der fir eX bzw. In Y sind ungleichmaig geteilt. Insbesondere sind die Intervalle zwischen
den Skalenstrichen an vorcchiedenen Stellen siner Skala verschieden groB. Einheiten im Dezimalsystem sind nicht
immer in 10 Intervalle gateilt, sondem je nach dem Bedirfnis auch in 5 oder in 2. Die gegenseitigen Zuordnungen der
Skalenwerte der verschiccanen Funktionen werden in der Regel mit dem Hauptstrich des Laufers hergestellt. Am lin-
ken Stabende benutzt man mit Vorteil den linken Léuferstrich, am rochten Stabende den rechten, wenn es sich nicht
um die Skalen eX bzw. In Y handelt. Die Absténde der Laufersiriche voneinander entsprechen den Fakxoren /2 und 4.
Die Spalten der Rechcrboiapiele in dieser Schrift und auf dem ifen sind in

der einzelnen Rechenschrittc von links nach rechts geordnet und stimmen daher im allgemeinen i it dor o
fichen Verteilung ger GroBen auf den Skalen Gberein. Die fir die Beispiele bendtigion Funktionsskalen sind als teil-
weise der

Theorie des Stabrechnens

Das Prinzip des logarithmischen Stabrechnens besteht darin, die i U Addition und
von Strecken dadurch in die beiden hdheren Rechenstufen zu verwandeln, daB diese Strecken Funktionsgréen im log-
arithmischen MaBstab darstellen.
Man erhalt Multiplikationen und Divisionen der natirlichen Zahlen, wenn auf den beiden zusammenzusetzenden Ska-
len die Logarithmen der natirlichen Zahlen aufgetragen sind. Es ist

Ina+inb=Inab,

Ina—inb=lna
Ausgangs- bzw. Endpunkt der einfachlogarithmischen Skala ist die Zahl 1, da 1 als Faktor ohne Einflud und In 1= 0 ist.
Die Skalen mit den Logarithmen der natUrlichen Zahlen sind des diese sind
wenn die anderen Skalen auf sie bezogen sind.
Man erhalt Petenzen und Wurzeln der natirlichen Zahlen, wenn
Skala der Doppellogarithmen der natirlichen Zahlen ist. Es ist

In(na) +Inn=In(-ina =In(na),

In(in@) —Inn=1In(Yn-Ina)=In(inavn).
Ausgangs- bzw. Endpunkt der doppellogarithmischen Skala ist die Basis der Logarithmen, da deren Logarithmus = 1
und da Logarithmus 1 = 0 ist.
Die Umkehrung des Rechenvorganges liefert die Expenenten

In(inay) —In(ina) =In(nan:ina) =lnn

In (In a¥n) —In (In @) = In (In a¥n : In @) = In ¥n.
Die Exponenten n und 1/n sind auch die Logarithmen der Numeri an bzw. atin zur Basis
Im allgemeinen besteht kein Bedrfnis nach einer Erweiterung des Stabrechnens stwa in der Weise, daB zwei Skalen
der Doppellogarithmen zueinander addiert werden nach der Beziehung

In (In @) + In (In b) = In (In ain®) = In (In bina)
Es geniigt, dab diese und Ghnliche Rechenarten auf dem Stab eltels einiacher Se\nue ausgefihrt verden Kennen
Dagegen st es fir Physik und Technik
von Wichtigkelt, dat dia slementaren und sinige anders funkllonen it dam Richanstab snthiten i e Haupt-

eine Skala eine Hauptskala und die andere eine
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skalen zugeordnet sind. An den Funktionsskalen f(X) und f(x) kénnen nach ihrer Projektion auf die Hauptskalen oder
auf die Skala der alle hoheren werden den Be-
ziehungen:

In f(X) + In f(x)

In «x) In f(x) X)

In (Inf +Inf(x) = In (ln ux)tm),

In (In ((x)) — In f(x) In (X))

Auch die Bezit zwischen den sind von Bedeu(\mg Beim Ubergang von einer Skala f(X) auf

eine Skala f(Y) findet man die Funktion f(X)y, , indem man die GréBe Y durch die Funktion f(X) ersetzt.

Das gleiche gilt fir den Ubergang von einer Skala f(x) auf eine Skala f(y).

Beim Ubergang von einer Skala f(X) auf eine Skala f(y) ist f(X) noch mit dem Faktor zu versehen, der gegeniber dem

Endstrich Y = 1 auf der Hauptskala y steht.

Entsprechendes gilt fiir den Ubergang von einer Skala f(x) auf eine Skala f(Y); der Faktor von f(x) steht gegeniber

von 1 auf Y.

Mittels der Marken auf dem Léufer kénnen beim Ubergang auch n-Faktoren eingefihrt werden.

Wegen der Zuordnung der Funktionsskalen zu den Hauptskalen sind sie wie diese logarithmiert. Man I&8t jedoch die
bei der der Skalen und ihrer Zahlenangaben der Einfachheit wegen auBer

chen Rechenstabes er-

In (i(X) - ﬂxn,
(f(X) : (x)
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er
acht und schvaiot dia Nomerl unmitelbar an den Skalensiichen sn. Der Begriff des logarith
innert an den wahren Sachverhalt.
Die Funktionen sind auf dem Rechenstabe kontinuierlich enthaiten. Sie sind daher bei bequemer Interpolationsm;
keit nur mit begrenzter Genauigkeit einstell- und ablesbar. Ist L die dem Rechenstabe zugrundegelegte Linge fur die
Einheit In e = 1, dann ist die Lange z der logarithmischen Strecke der GréBe y

y.
Mit den Einstell- und Ablesefehlern usw. von der Ldnge Az wird der relative Fehler der Hauptskala y
Ayly = A
er st also konstant und von den Funktionen f(x), die etwa auf e Skala y Ubertragen werden, unabhéngig.
Fir L = (200 mm Dekadenlénge) /In 10 868..mm und Az = L/500 = 0,17..mm erhdlt man den relativen Fehler auf

der Hauptskala y zu 2 v
Bei n aufeinander folgenden Multiplikationen oder Divisionen wdichst der wahrscheinliche Fehler nach dem GauBschen

Fehlerfortpflanzungsgesetz auf das Vn-fache an.

Die Lénge z der logarithmischen Strecke einer der Hﬂup(skala 2ugeordneten Funktion f(x) st
= L-In f(x).

Mit den Einstell- und Ablesefehlern usw. von der Lange Az der relative Fehler auf der Funktionsskala f(x)

= Az f(x) /Lxf(x).

Mit A 2/L = 1/500 erhéilt man die Fehler in vT nud‘\ folgender Tabelle:

£x) y =001 [ 1 10 £y
x 2
y
i —2 —2 iy
V= — =y g2
Vx + 4 ¥
Viz —002 —oo Vi—y
x* —1 0,02 1 Vi+y
sin x 2,03 s arcsin y
tan x 199 1271 arctan
E Y
sinh x 199 161 0,66 arsinh y
cosh x oc 0,67 arcosh y
tanh x 2,03 s artanh y
& o 087 Iny
In x 0,02 0.2 2 20 o

8ei der Beschreibung des Rechenvorganges Ist ein einfaches Rechenschema angewandt, bei dem die auf den Skalen
gegeniber stehenden Werte durch einen schrdgen Strich (/) und der Ubergang auf einen anderen Skalenbersich durch
zwel schrdge Striche (//) geksnnxe\d\ne( sind. Die Kennzeichnung der Skalen erfolgt hierbel durch Anschreiben der
Funktion (x) vor den Buchstaben Sk; der Einstell- b e

Gst badeutat die Emstallung on Shiesars Grundstallung, aise o, &b sich e Hauptskalen decken.

Die Skalen des h Stabes und ihre
Die Hauptskalen Y und y und ihre Reziproke 'y

Die Dekadenabschnitte von 0,1 bis 1 und von 1 bis 10 usw. einer logarithmischen Skala der naf en Zahlenreihe
wiederholen sich in kongruenter Weise, denn die Logarithmen unterscheiden sich nur um die der Zehnerpotenzen. Ein
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Dekadenabschnitt der Hauptskalen Y und y enthélt also bereits alle denkbaren Zahlenwerte, wenn man von den
Stellenzahlen absieht. Man macht hiervon Gebrauch, indem man jeden Teilungsstri hner-
potenz als Anfangs- bzw. Endstrich der Hauptskala betrachtet. Man darf demnach auch den Schieber in Bezug auf die
Hauptskalen aus einer Lage in die ihr kongruente am anderen Stabende umstellen, um das Rechenergebnis in den
passenden Bereich des Stabes zu bringen.

Die Skala Uy ist eine rickidufige Hauptskala gemés der Beziehung In ¥y = y.
Sie erlaubt die Umwandlung einer Multiplikation mit @ in eine Division dureh Va und umgeksh

Die Bezishungen zwischen den Hauptskalen Y einerseits und y und 1/y anderseits sind die der Mulllpllkunnn und der
Division.

Einzalrechnungen boginne man in der Regel der Bewegung des Laufers,
bewegung das Ergebnis innerhalb der Haupldeknde 2u erhalten und um bef
redmen 2u kdnnen.

5

m nach der anschlieBenden Schieber-
ngeren Ausdriicken unmittelbar weiter-

dem konstant usdruck auf der Skala

v sogentberrustelion, um s mitiols der Skala y mit variablen Fakoren 1o mulnplmeven Sder mittels der Skala
y durch variable Divisoren zu dividieren.

Dle Einstellung der Zahlen auf den Hauptskalen, die mit dem Léuferstrich oder auf den Skalen Y und y mit einem
Endstrich der anderen Skala vorgenommen werden kann, geschieht unabhhdngig vom Komma In der Reihenfolge der
Ziffern. Bei Zahlen wie 1234 ist die 4. Ziffer nur schatzungsweise einzustellen. Bei Zahlen wie 8765 kann die vierte Zif-
fer kaum noch geniigend bericksichtigt werden.
Eine Division wie 2468 : 8765 = 281,6 erhalt man, indem man den Léuferstrich auf Y = 2468 und den Schieber mit y
8745 unter den Lauferstrich bringt; das Ergebnis findet man auf der Skala Y gegeniber einem Endstrich der Skala y;
Y Sk 2468 / y Sk 8,765 // y Sk 1/ Y Sk 2816.
ine Multiplikation wie 234-567 = 1327 -10* erhélt man, indem man den Lauferstrich auf Y = 234 und den Schieber mit
1y = 567 unter den Lauferstrich bringt. Das Ergebnis findet man auf der Skala Y gegeniber einem Schieberendstrich;
Y Sk 234 / Yy Sk 567 // y Sk 0, / Y Sk 1327 -10%
Die letzten Stellen. von einfacheren Quotienten und Produkten kdnnen durch Uberlegung exakt angegeben werden.
Mit ihnen Ubt man das Abschitzen der Werte zwischen den Skalenstrichen.  Beispiele: 605 :4 = 151,25; 202-3 = 606
Die Stellenzahi des Ergebnisses ergibt sich aus einer Ubsrschidgigen Kopfrechnung, In unbersichilichen Fallen nach
der Abspaltung von Zehnerpotenzen. Beispiel: 244800 :0,008765 = rd. 5 - 105+2 =
it der abwechselnden Benutzung von Léufer und Schieber ist fortgesettes Mulup\

s
splelsweiss nur um Fakioren| handelt, dann benutzt man auer der Skala Y die Skalen iy und y abwechseind. So
setzt m -d = € £ 4d. Man findet 1234 5678 = 1782+ 10% Bei Ausdrilcken wie a/bed = a:b-ie:
findet man 1782/ (12 - 34 55) 078,
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Im folgenden ist schematisch dargestellt, wie die mdglichen Verknipfungen zweiter Stufe der GréBen a, b und ¢ aus-
2urechnen sind.

Iy B b b Yy
¥ b« b e y
Y 2 ach 2 abe a abe s abe Y

Wenn ein Fakior sines Produktes nahe bei 1 liegt und sehr genau bekannt ist, wie bei einigen Umkehrfunkti f
dem MathemasStab, dam srrelt mon beim Multiplisieran durch die Zerlegung dos Fakiors in die Zah! 1 und in die
weichung hiervon eine erhdhte Genauigkeit. Beispiel: 09876543 = (1—0,0124) -543 = 543 — -
falls erhielte man nur den Wert 536 ! ! Sieind A
Wenn ein Quetient aus sehr genau bekannten Gliedem nahe bei 1 liegt oder wenn die Differenz dieser Glied
Bekannt ist, dann empfientt sich die Zerlegung sbenfalls. Beispiel: 456455 — 1 & 1455 = 1002198,  Andemforls e
hielte man nur den Wert 1,002. :
Gegeniber den Anfangs- und Endstrichen der Skalen Y und y stehen wechselseitig rezii
proke Werte. Man kann daher
8riene auch mit veriausdhen Zahlern und Nemner reiprok ausrechmen, um direkt zu den Ergebnissen zv Gelangen.
Diese Methode ist dann am Platze, wenn eine auf d bezogene Stammfunktion im Nenner eines Bruches
: €78 - cosec 30 = 1/ (sin 300 678) 71495, wobei sin 303 = 0454 nicht Gbgolesen 2o werden bracht
rscheint nun auf der Skala y, indem man den Léuferstrich auf sin 309 und den Schieber mit y = 678
Unter den LBuferstrich stein.
Mittels der Marke /2 auf dem Léufer kinnen Neugrade 8 eines Winkels in das Bogenmas rad verwandelt werden und
umgekehrt. Es ist

19 Bmsmm rad,
1 rad : 63,6619
= 31415927 = 1/ n,msuw

Der Faktor w2 entspricht auf den Hauptskalen dem Abstand des linken Léuferstrichs, der die Bezeichnung 1 hat, vom
rechten Lauferstrich. Beispiele: 87,68 = 1376 rad; 0,234 rad = 14,99,
9



Die lineare Interpolation von Zahlenwerten beruht auf der genigend genauen Proportionalitdt zwischen den Differen-
zen der Argumente und den der in den Féllen. Der kann hierfur in
naheliegender Weise selbst dann als Hilfsmittel dienen, wenn es sich um vielstellige Tabellenwerte handelt. Fisr wie-
derholte Inlsrpolu(lunen 2wischen der klsineren Zahl @ und der gréBeren Zahl b, die beide nur mit Rechenstabgenauig-
keit bekannt o sind und die d haben, eignet sich folgende Methode. Man
bringt y = d ﬁber Y = b—a; dann steht der Zahl o auf der Skala Y eine Zahl ¢ auf der Skala y gegeniiber, femer
der Zahl b auf der Skala Y die Zahl c+d auf der Skala y; die auf der Skala y ersichtiichen Argumentenverdnderun-

die von ¢ oder gegebenenfalls von c-d abweichenden Betrége srgeben auf der Skala Y die zugedrigen
Funktionswerte und umgekehrt. Man erhdlt folgendes Schema:

y a e ctd y

Y

Zum Beweise schreibt man ausfUhrlich
¢ = ad/(b—a)

c+d = bd/(b—a) = ad/(b—a) + d.
Die GréBe c darf ohne wesentlichen Nachteil abgerundet werden, um das Ablesen der Argumenten-Verénderungen
2u erleichtern.
Beispiel: = 456; b = 789; d = 2. Man findet ¢ = 2,738 = rd. 274 Fur den Argumentenzuwachs 0,234 wird der Funk-
tionswert = 495, wenn die Argumente von a nach b zunehmen; im anderen Falle wird der Funktionswert = 750.
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung

@

ergeben sich im Reellen aus den Abszissen der Schnittpunkte der Einheitsparabel
yi=x

und der Geraden

ye = —oax—b.
Das Anlegen einer Linealkante an die Parabel und ein Abschétzen genigt, wenn man die gefundenen Lisungen mit
Hilfe des Rechenstabes verbessert.

10
Y
g Hierzu bringt man d‘\e gegebene Gxaimung in die Rechenstab-
form + bix = —
und stelt oinen Smlabe(endﬂrld\ auf Y = b; mittels des
L ichs erhéit man dann von der Skala Y aus zu jedem
g baliabigen Warta van x s, 2ugehbrigen Werte b/ abt der
Skala !/y. Die Summe der beiden Werte soll = — a sein, was
\ durch Probieren erreicht werden muB.
Da die Wurzeln x; und x: dem Viétaschen Satze gehorchen,
[ wonach X\t x=—a
ist, so findet man auf dem Rechenstab die beiden Wurzeln
¢ Beispiel: x — 2/x = 3; X1 = 356; X2 = — 056.
Wemn die Gerade v: die Parabel yu micht schneidet und die
Worzeln demnach kenjugiert komplex sind, dann wendet man
5 e e ey gty Eormel ane
X, X = — /2 £ Vad — b
Die Matzshien der Koordinaten im beistshenden Bilde dar
Snnen als
A ten, wen ex erforderich lsi, die "Massigoe der I(aordlnuten
20 verandern. i 2u'beachten, daf ung der
quadratischen Emhenspambel e Blafoan mb. Wern
man z.8. die ,‘muB man die Ord.
3 natenmaBe vew-enamen
Die Hauptskalen eigne ¢ die Verwendung im Horner-
schen Schema zur Bestimmung des Wertes won Gleichungen
4 folgender Art
auxt Ay ke Akt
mien Wert von x. Hierzu schreibt man die
ine Reihe und srganzt das Schema schit
0 e TRyl g o g b
@ F b x usw. Durch wiederholta Anwandung findet an
f(x)/11, d2 = {*(x)/2! usw. fur den angenommenen Wert
x
T = X

Quadratische Einheitsparabel y = x* 11



a a a ar a
« +bi x by X tbyx by x
by by by by by = f(x)/0!
deix  tax  tex
a @ o o =t
+di x
ds dy (x)/21
Man stellt einen Schi auf Y = x, den L ouf b . c,und d, und liest die Produkte auf der Skala
Y ab. Wenn dabei der eine oder der andere Fakior eine Schisberumstellung verlangen sollte, multipliziert man bei
i mit dem oder mit dem halbierten Faktor und halbiert bzw. verdoppelt

das Ergebnis,
Beispiel: Die kubische Gleichung

X — 154x2 + 8265x — 1507 = 0
wird dadurch vom quadratischen Gliede befreit, daf man

X =y + 15453

gott. Dies kann mit Hilfe des Homerschen Schemas geschehen, indem man es in zwei Stufen mit dem Werte 15475 =
51353 durchfihrt, um die Koeffizienten der reduzierten Gleichung zu erhalten. Man stollt y = 3 auf Y = 154 ohme Zo.
hilfenahme des Laufers ein und erhalt

1 —154 8265 —1507
5133 —5270 +1537
545 1 10,267 2995 30
+ 5133 —2635 =
[ - M=, 1
1 — 5133 340

Wie ersichtiich ist, ergdbe die weitere Verfolgung des Schemas, dat das zweite Glied verschwindet, Die reduzierte
Gleichung lautet v + 36y
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Die Parabelskalen VX.. Y2, ¥x.. y? und ihre Reziproke '/¥x.. Vy?

Dle Parabelskalen und ihre Reziproke sind auf dem Mathema-Stab wegen der groen Bedeutung der Quadrate und
Quadratwurzeln in der gleichen Ghrlichkeit wie die . Da

In ¥x =1z In x
ist, so liegen hier ebenfalls Normalskalen vor; ihre Teilungsltingen sind halb so groB wie die der Hauptskalen. Man
kann daher mit ihnen ebenso multiplizieren und dividieren wie mit den Houptskaien und ihios Reziproken und dabel
sogar ganz ohne Schi , was i eim linearen Interpolieren von Tabellen-
brorten angenshm ist; man mu aber den doppelten relativen Fehler in Kauf nehmen, wenn nicht die Worsel cur dom
Produkt oder aus dem Quotienten zu ziehen ist.

Da sowshl die Quadratwurzeln als auch die Quadrate der gewshnlichen Zahlenreihe im Bilde Parabeln darstellen, so
ist die ein iff fir die und ;

Der Dekade einer Hauptskala sind zwei Dekaden der . Beim was mit dem Leu-
forstrich oder mit einem Schiebarendstrich geschehen kann, ist von der linken brw. von der echion Dewede Moy
gehen, wenn die Anzahl der Ziffern vor dem Komma oder die der Dezimainullen hinter dem Komme ungerade bzw.
gerade ist. Beisplele: Y125 = 11,09; Y123 = 3507; yB0125 = 01109; 10123 = 0,3507.

visoren nur noch solche im Quadrat
n vor, so sind die linearen Glieder mittels der Parabelskalen bzw. mittels

Kommen in zusammengesetzten Ausdriicken auBer den linearen Faktoren und

oder nur noch solche unter dem Wurzelz
der Hauptskalen zu berechnen
thojolgenden schema sind die Ergebnisse fUr den Fall dargestellt, das man eine GréBe a mittels Léuferstrichs auf der
s i den Lai rin

ala Y einstellt, eine GréBe b auf den u t und die Resultate
sowohl auf den feststehenden als auch auf den i Haupt- und gegentiber den i
abliest.

124 a*  a?/p? 1 a?e b 1 a?  a.p 1 at atb 1 e
v || » 1opta| 1 Yt | 1o Wth | b 1 bt ¥
Yx 1p? 1 a?/b? | b2 1 atb? | b 1 a’b b 1 a/b Iy
Yy 3  ; a/b b 1 ab Ve 1 aVh YWE 1 ave Uy
y b 1 ba b 1 1ab WE 1 Yays Vb 1 Vi y
Y 0 afb 1 a ab 1 aVb 1 a Ve 1  §




Das néchste Rechenschema entspricht dem vorigen mit dem Unterschied, das sich a auf der Skala yX befindet,

VX |[ o 1 a ab? 1 a ab 1 a afb 1 ¥?

v || » oW [ 1 ywr |1 [ Y 1 b o

v || 1 1 ap? | B 1 ab? b 1w b 1 apb by
wollw v ovan | L oVas | VEO1 Ve | U 1 vam ||
4 b 1 b/Va [ 1 T 1vas [ YVab 1 YvVa | vE 1 Vil y
Y Va Valp 1| Va Vab 1 Va Vab 1| Va Vab 1 Y

Die obere Marke /4 auf dem Léufer, die wie die obere Marke /2 vom mittleren L&uferstrich aus z&hlt, ermdglicht es,
den Inhalt des Kreises von von einer P aus auf der entsprechenden Parabelskala
i i oder in i den eines Kreises von gegebenem Inhalt.

Beispiele: w/4 - 23452 = 432 - 101; /2345 - 4/x = 54,55,
Der Kubus und die Quadratwurzel hieraus, ebenso die Kubikwurzel und das Quadrat hiervon, erscheinen bei Benut-
zung der Haupt- und der auf , so dafl ein i maéglich ist.

In der folgenden Darstellung der Bildung der 3. Potenz ist es gleichgiltig, auf welcher Dekade der reziproken Parabel-
skala mon die Ausgangsgréte einstellt. Bei den Quadratwurzeln hieraus sind jedoch die Dekadenregeln for das
Quadratwurzelziehen schon beim Einstellen der Ausgangsgrdie zu beachten, weshalb diese Ausdriicke singekiam-
mert sind. Belspiele: 212 = 2,828; 20% = 89,4,

Bei der Bildung der 3. Wurzel ist die Tatsache, dof sie durch Probieren gefunden werden muf, durch einen Doppel-
strich versinnbildlicht; die Werte auf den Skalen !/y/x..t/y* und Y unter dem Léuferstrich missen miteinander dberein.
stimmen. Es ist dabei gleichgiltig, auf welcher Dekade der man die s ein-
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siellt, wenn man das ungefdhre Ergebnis ohnehin im voraus bschétzt, um von 3 méglichen Lauferstellung e ri

el Weny d , en die rich-
tige zu wahlen. Bei den Q sind_ die Shon boim Emien der Aus.
9angsgréBe zu beachten, weshalb diese Ausdriicke eingeklammert sind.

Beispiele: 247 = 1,587; 209 = 7,57; 200 = 342,

V}“ l, 1 b hll! 1
Vs 1 1’ 1 1 s
s a 1 & 1 2 b 11y
1 @) 1 [O) vy 1y
1 [N 1 an '’y vy "

Uy
y
L ) 1 Vi i 1 Y

Die 4. Potenzen werden mittels eines auf i it

Tittels des Lauferstrichs die Basis auf der Skala Y markiert und den Schieber mif dor Bee Guf der Skald A/'y"‘f,?."'érﬂﬂﬂ

lﬁl\‘:l:umdx bringt. Man hat dann in Bezug auf die feststehende Parabelskala das Quadrat aer Basis Ins Quadrat
t

Die 4. Wurzeln erhd i i i i
Kadonogein 2 benchon s Beiops i, 7 arsimaliges Quadtaty s7a0; 000 =64y,
Die Wurzel der reduzierten kublischen Gleichung

X+ ax +b =0
ergeben sich im Reellen aus den Abszissen der Schni der kubischen Ei

De-

und der Geraden



Das Anlegen einer Linealkante an die kubische Parabel und ein Abschétzen
genigt, wenn man die gefundenen Ldsungen mit Hilfe des Rechenstabes ver-

G

bessert. Hierzu bringt man die gegebene Gleichung in die Rechenstabform
X+ bix = —a
und stellt einen Schieberendstrich auf Y mittels des Lauferstrichs erhalt man

b
dann von der Skala Y aus zu jedem beliebigen Werte von xt auf der feststehen-
den Parabelskala die zugehdrigen Werte bix auf der Skala 'fy.

[Z3 = b
Uy bfxy Wy

3 1 y
¥ b x1 Y

Die Summe der beiden Werte soll = — a sein, was durch Probieren erreicht wer-

den muB. Wenn man eine Wurzel x! kennt, findet man die beiden anderen aus -[2 Bl

Xa, Xs = —xi/2 & V—a—3x4,
was insbesondere dann erforderlich sein kann, wenn diese konjugiert komplex

sind. Bei der Kenntnis von zwei Wurzeln der Gleichung erhélt man die dritte
gemét dem Viétaschen Satze aus der Ergénzung der Wurzelsumme zum nega-
tiven Koeffizienten des zweithdchsten Gliedes der Gleichung, hier also zu Null

Beispiel: X! + 36 X + 3 = 0; Xy = — 0726; x3, xs = 0363 * 2
Die MaBzahlen der Koordinaten im beistehenden Bilde der kubischen Einheits-
parabel ksnnen als elten, wenn es ist, die Mab-

stabe der Koordinaten zu verdndern. Es ist dabei zu beachten, dab die Glei-
chung der kubischen Einheitsparabel erhalten bleiben muB. Wenn man z.B. die
AbszissenmaBe verdoppelt, mub man die OrdinatenmaBe verachtfachen.

Kubische Einheitsparabel y =x*
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Das genauere Auszichen der Quadratwurzel cus der Zahl ¢ geschieht zweckmébig in der Form
R = atx,

tye = tyat

indem man x mittels des Rechenstabes durch Probieren gemdf folgender Bedingung bestimmt:

R: (2atx) = x.
Dieses Verfahren kann auch nach mehreren Rechenschritien
des exakten Wurzelziehens angewandt werden.

spiele: 1123456 = |
351,363, denn es ist 956 : (700 +

1,363) = 1,363, denn es ist 124:(800—0,155) = 0,155,

Bei der quudvuli:d\en Int
werte y = f(x) selen fur gleiche Argumentabst
Ordinate yo + Ay gesuch, oder es werds umgekehrt zur Ordinate yo
Punkt yo + Ay = f(xo + Ax) mdge nun mit auf der
Wert kann dann durch direkte bzw. durch inverse Interpolation ermittelt werden.

Ersatzparabel muB durch die beiden Punkte x,, yo und
1, y1 gehen. Ihre Achse soll der Einfachheit wegen parallel

22500 + 956 = 350 + 1,163 1159876 = 11160000 — 124 = 400 — 0,155

399,845,

erpolation einer Funktion ersetzt man die Funktionskurve durch eine Parabel. Die Funktions-
e bekannt, und es werde entweder zur Abszisse xo + Ax <x; die
Ay <y die Abszisse xo + Ax gesucht. Der

liegen; der gesuchte

> Y.
2ur Ordinatenachse sein. Als weitere Bedingung zur Be- 2
stimmung der Parabel ist die Vorschrift geeignet, daB die " /7
Ordinaten der Ersatzparabel die arithmetischen Mitiel aus SQuediotscie:Intmolatsh .
den Ordinaten der Parabel 1 durch den Punkt x-i, y-1 und
der Parabel 2 durch den Punkt X, ys sein sollen
Mit dem linearen Interpolationsglied L und dem quadrati-
schen Interpolations- - _Ax Ax )
glied Q ist definitionsgemap 2Y ~ x—x; b i.—'xJ e

wd  L=y—y—a

Fir die inverse Interpolation ergibt sich

Ax = (AT AAYQIE—1) (xs—x0) L12Q )




Wenn der Wurzelausdruck nahe bei 1 liegt und mit den pythagoreischen Skalen nicht mehr berechnet werden kann,
findet man mit der Abkirzung k= Ayan:

X = (1—k -+ 2Kt — 5K + 14kt — 42k + 132K0 — 429K + 1430K5 —.+..) (%1 — Xa) Ay/L.
Qi der Parabel 1 ergibt sich wie folgt.

2L, + 40,

(Yo—2y1 +ys) : 2.

Demnach wird 2=y —(yo—y-)) : 4

oder in Worten: Das quadratische Interpolationsglied ist ein Viertel der Differenz der dem betrachteten Intervall fol-

genden und der ihm

n-e Ersatzparabel deckt sich mit der gegebenen Kurve, wenn diese eine Parabel von der Art 'y = x* ist; hier ist
= 2xund Q = 1 fir den Argumentabstand 1, wie aus der Gleichung (x+1) = x* + 2x + 1 ohne weiteres folgt. Da-

gegen stimmt die Ersatzparabel mit der Parabel y = V'x nicht berein. Man muB daher vor der Aufstellung einer

mit i prifen, welche der beiden Variablen als unabhhéngige die

grdBere Genavigkeit erreichen 181, falls eine Wahl tberhaupt in Frage kommt. Manchmal empfichlt es sich, eine

Variable als Reziproke anzusetzer

1. Beispiel. Es seien gegeben y

y = 1012

Mit der folgenden Aufstellung

ex fir x = 2,30 mit Intervallen von 001. Gesucht werden y fir x = 2,515 und x fir

x Y Tafeldift. [e] L
750 9,974 182

0,100 243
251 10074 425

0,101 249 0,000 506 0,100 743
232 10,175 674

0,102 268

233 10,277 942
erhdlt mon 2316 = 10,074 425 + 0050371 + 0,000127 = 10,124923, was mit dem wahren Wert Ubereinstimmt. Im alige-
meinen stellt man Ax/(xi—xo) auf der Skala Y ein, um mit L auf der Skala y den linearen Teil und bei gleicher Schie-
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berstellung mit Q auf der Skala Vx..y* den quadratischen Teil von /Ay abzulesen
Fry = 10,12 wird k = 0,002 2722 und x = 2,314 514, was mit dem wahren Wert dbereinstimmt.

2. Beisplel. Es selen gegeben y = In x fir x = 10,0 mit Intervallen von 0,1. Gesucht werden y fir x = 10,15 und x fir
y = 2317

Mit der folgenden Aufstellung

x Y Tafeldiff. a 1
0,0 7,307 585
0,009 950
10,1 2312 535
0,009 853 ——0,000 0485 0,009 9015
102 i 2322 388
0,009 756
103 2,352 144
erhéilt man In 10,15 = 2512535 + 0,004951 — 0,000012 = 2,517 474, was mit dem wahren Wert Gbereinstimmt.
FUry = 2317 wird k = —0,0022088 und x = 10,145 194, was in der letzten Ziffer um 1 zu groB ist. Beide Beispiele der
inversen sind mit der berechnet worden, um die Genauigkeit der quadratischen Inter-

polation in den vorliegenden Féllen vorzufihren. Es ist aber zu erkennen, daB der Rechenstab als Hilfsmittel for
Nebenrechnungen auch bei im Ubrigen genaueren Methoden gute Dienste leisten kann.

Die pythagoreischen Skalen V1—X2 .. Vi—Y2und VX>—1 .. V1 + Y2
Die beiden pythagoreischen Skalen enthalten im Verein mit der Hauptskala bildiich die Seitenverhltnisse in rocht-
winkligen Einheitsdrciecken.

Die Kreisskala J/1—X.. y1—Y? gibt in i mit der 2 einer die
andere Koordinate an und daher zum Sinus des zugahbvenden Winkels den Cosinus und umgekehrl Die Koordinaten
des Einheitskreises sind Katheten von len -1, dh v

ecken
Die Hyperbelskala yXi—i.. /14 Y2 gibt in mit der d

dle andere Koordinate an und daher zum Tangens des zugehdrenden Winkels don Secans und umgekehrt. Die Koor-
dinaten der Einhaitshyperbel sind eine Kathete und die Hypotenuse von Einheltsdrelocken it der anderen Kathste =
1, d.h. von Katheten-Einheitsdreiecken.
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Da die pythagoreischen Skalen wie auch die Skalen der transzendenten Funktionen auf einer oder auf beiden Sei-
ten abgebrochen werden mijssen, so kinnen extreme Verhalinisse mit dem Rechenstab nicht in direkter Weiso be-
rechnet werden. In diesen Fallen zieht man die aus den eihen Néih
formeln heran. Fir kleine Werte von x genigt meistens eine lineare oder eine quadratische Beziehung zwischen der
unabhéingigen und der abhéingigen Variablen.

In manchen Féllen ragt der bendtigte Bereich des verstellien Schiebers raumlich Uber den mit ihm gekoppelten Bereich
der pythagoreischen (oder auch anderer) Skalen hinaus; verdoppelte oder halbierte Werte des gegebenen Dreiecks mit

fihren dann meistens ohne Scmeberums\ellungen um Ziele.

) 2w, 20

2wischen der Skalen und den
enn man die AusgangsgréBie auf einer der Skalen gleich z setzt. Der
direkten Verwendbarkeit, sondern vor allem in der hohen Ge-

Die folgende zeigt
in der

Wert dieser Zusammenhéinge besteht nicht nur in d

navigkeit der Ergebnisse.

X1 = ViFiz ViTiE Vi .
Ve 1 122 i » 21
iy YV(—?) B 2 e Y@ —1) L
'y =2 z Vz Wi R iy
Die tri ischen und zyki ischen Skalen sin X9. . arc sin Y und X9 . . arc tan Y

Die beiden trigonometrischen und zyklometrischen Skalen enthalten in Verbindung mit der Hauptskala die Winkel-
funktionen und Winkel, die in den werden.

2

500 arctony  Auf dem Rechenstab sind die Winkelfunktionen gegeniber den
Winkeln insofern bevorzugt, als man die Funktionen zwecks
Ve 1 seqx V2 Viy? auf die projizi
casatlx callx die Winkel nor abzulesen sind: Diee. ot seime Berechtigung,
1y weil selten nach Winkeln gefragt wird, héufig aber nach Aus-
wirkungen fiir beliebige Winkel. Entsprechendes gilt auch fur

v das Argument der hyperbolischen Funktionen.

v
=4 coslx o iy
x 1009 orcsiny  Wahrond in dor Mathemati r die Winkel dos Bogenma das
oresin Y natiirliche Argument ist, erscheint der Neugrad bzw. der rechte
| Winkel als das geeignetste kinstliche Argument fur die Aus-
| rechnungen. Dos noturiche Argument der irigonomelrischen
und der hyperbolischen Funktionen ist oft mit dem Faktor =2,
| Zn oder x' Votsehen, 50 dab SIch dor rechte Witkel oder on
| ganzes Vielfaches unter Fortfall des -Faktors von selbst als
Einheit ergibt. Beim Mathema-Stab ist deshalb die Teilung der
/ genannten Funktionen in Neugrad vorgesehen.

tonx 0

sinlx tonlx |,

7 Die Skala sin X . . 200: - arc sin ¥ (abgokirzt dsin Y) héingt

i mit der Kreisskala eng zusammen. Infolge der gemeinsamen
Hauptskala fst Y = Vix®  sin Xa. Dt ergibt sich V1—¥s
= cos Xo und die Tatsache, daB der Lauferstrich Wertetri
Gor beiden Kothoten des Hypotenusen- Einhantsarotades. trd
eines zugehdrenden Winkels anzeigt.

cos x b

Die Skala tan Xa .. 200 : x- arc tan ¥ (abgekirzt stan ¥) héingt
mit der Hyperbeiskala eng zusammen. Infolge der gemein-
samen Hauptskala ist Y = X tan Xe. Dumn ergibt sich
V1+Y? = sec X9 und die Tatsache, daB der Lauferstrich Werte-
tripel der zweiten Kathete und der Hypotenuse des Katheten-
Einheitsdreiecks und eines zugehérenden Winkels anzeigt.

_ G e s Die Kethote a eines beliebigen rechtwinkligen Drsiecks it der
s ype und der anderen Kathete b fi
und on der Einheltshyperbel, mit gleichen Win- ==l

Die Skalen dieses Bildes sind nicht logarithmiert 2



Man stellt auf dem Mathema-Stab gem&B der zweiten Formel Proportionalitét zwischen den Seiten des gegebenen
reiecks und den Seiten des Hypotenusen-Einheitsdreiecks her. Hierzu bringt man y = ¢ an den Endstrich 1 der Skala

, ndtigenfalls an den Endstrich 0,1. Mit dem Léuferstrich auf y = b ergibt sich auch Y = blc, femer yi—(b/c)* auf der

Kreisskala und der Winkel B auf der sin..arcsin-Skala. Durch die Ubertragung des Betrages y1—(b/c)* von der Kreis-

skala auf die Y-Skala mittels des Léuferstrichs findet man auf der y-Skala bei unverénderter Schieberstellung die ge-

suchte Kathete 1/ci—b? und auf der sin.. arcsin .. Skala den Winkel a.

Im Schema ist der Rechenvorgang schrittweise dargestellt.

y . b Ca] ¥y
Y 1 ble =05 b d
0 Vi—(b]ey
sin X& 100 B @ Bsin Y

Beispiele: ¢ = 678; b = 456, @ =502 u = 5309,  sin vers 409 = 1—cos 409 = 0,910

1 13,75 738 sem 409 = (1—cos 409)/2 sin® 200 = 0,0955

15 15 14,925 93,6
Ausdriicke wie )d*—c*—b? berechnet man durch Wiederholung der Rechenschritte.
Beispiel: 1/987°—654* = 666.
Die Hypotenuse c einos belicbigen rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a und b findet man aus

Var+ bt = a1+ (bla)

Es sei a>b. Man stellt auf dem Mathema-Stab gema3 dar zweiten Formel Proportionalitdt zwischen den Seiten des
gegebenen Dreiecks und den Seiten des Katheten-Einhaitsdreiecks her. Hierzu bringt man y = a an den Endstrich 1
der Y-Skalo, nétigenfalls an den Endstrich 0. Mit dem Lauferstrich auf y = b ergibt sich auch Y = b/a, femer J/1+(b/a)t
auf der Hyperbelskala und der Winkel § auf der tan .. arctan-Skala. Durch die Ubertragung des Betrages 11+ (b/a)?
von der Hyperbelskala auf die Y-Skala mitiels des Léuferstrichs findet man auf der y-Skala bei unverdnderter Schie-
berstellung die gesuchte Hypotenuse 1'a + b,

Im Schema ist der Rechenvorgang schrittweise dargestellt

2
tan X8 50 B Stan Y
VI ViFye
y a > b Vi b y
Y 1 bja VIH®b/a) Y
Beispiele: @ = 678; c=817; p=3770
15 116 242
15 15,075 635

Ausdriicke wie yat rechnet man durch rholung der Rechenschritte. Beispiel: Y987% + 654* + 3217 = 1227
Da man mit der gleichen Léuferstellung sin X9 und cos Xs erhdlt, so kann man von dem einen Wert zum anderen iber-
gehen entsprechend den Ausdrilcken cos arc sin Y und sin arc cos Y, ohne erst den Winkel feststellen zu missen. Fer-
ner kann man Jeden der beiden Werte, sofern er graBer als 1/y2 ist, auf der Kreisskala genaver als auf der Haupt-
skala erhalten, indem man sin Xa = cos (100—Xo) bzw. cos X9 = sin (100—X3) setzt.

Da man mit der gleichen Léuferstellung tan X9 und sec X9 erhdilt, so kann man von dem einen Wert zum anderen tber-
gehen entsprechend den Ausdriicken sec arc tan Y und tan arc sec Y, ohne erst den Winkel feststellen zu miissen. Fer-
ner kann man sec X9 auf der Hyperbelskala genauer erhalten als aus cos X9 auf der Skala *y.

Die Bezichungen zwischen den trigonometrischen Funktionen mit einfachen, doppelten und halben Winkeln und die
daraus zu gewinnenden algebraischen Funktionen sind auf Seite 30 zusammen mit den verwandten Beziehungen zwi-
schen den Funktionen

Die i i X’
funktionen®In Y und In Y

Die smmmﬁmknun X9 wird auf i durch e & geteilte Skala durgestellt
Sie ist daher fur eine beliebige Erwehenmg dos Borsichs geslgnst, Die u den vamehicsiqnan Dekaden dor b

skula gehbrenden Stufen der eX? - Skala unterscheiden sich ndmlich nur durch ganze Vielfache von 200:x - In 10 als
additive Konstante.

und e* und die logarithmischen Umkehr-

3




n 00 R 200:x.nin10 n o 200:x-nln10
1 146587 1199 4 5863484769 7 1061098340
2 2931747380 5 7329355950 8 11726969530
3 4397613570 6 8795227150 9 13192840729

Um die additive Konstante wenigstens fir die ersten 8 Stufen auf einen runden, zum Kopfrechnen geeigneten Wert,
namlich auf 1409 zy bringen, ist der Laufer des Mathema-Stabes mit entsprechend versetzten Marken versehen: der
Léuferrand ist danach beschriftet.

Die Stellenzahl des Ergebnisses von eX? im Bereiche der Hauptdekade der Y-Skala wird durch Multiplikation des Ab-
lesewertes mit der bei der additiven Konstante angeschriebenen Zehnerpotenz erreicht,

0 = 109 = 481; MY (ex?) SK 1009 / Y Sk 0,481 - 10 = 481
051 = o100% = 0208; Gst: M0 (ex?) Sk 1000 / 1y Sk 2,08 - 1041 = 0,208
3 = e = 1,239 . 105 M % (ex®) Sk 409 / ¥ Sk 01239 - 105

e = e6m?

807 - 105; Gst: M g (ex®) Sk 408 / iy Sk 8,07 - 105
oT0r = 2008 = UGS+ 43076+ %I/ = 44 . 101043
MY (ex%) Sk 9436 / Y Sk 044 - 10 — 44

sinh
cosh

stonh 099996

—(e2s ¥ eus -~ 7

2259 =( e ) 12 = 17135 F 0015 = T2

= w
— I VA —09999) : (1+ 099996) = — 2 |

08004 - 34450
2
Gst: | Sk 2/ MYgex?) Sk 1,01 % (444 1,01) - 34450

€01 - sin 409 =

€29 - sin 409 = 0,805
MY (ex¥) Sk 200 / Y Sk 1,37; 'y Sk1/ sin Sk 408 // y Sk 137 / Y Sk 0,805

24

@01z - sin 402 = @209 - sin 409 = 0,429

Gst: MY (ex9 ) Sk 209 / /y Sk 073; 'y Sk1/ sin Sk 400 // ySk 0,73 / Y Sk 0,429

amp 600 = 29 tan ef9g — 1008 = 2 - 76,350 — 1000 = 52,79
Gst: MY (ex9) Sk 609 / Y Sk 2,566; y Sk 2,566 / tan Sk 23,65; 1000 — 23,650 = 76,359

(oder einfacher: tanh Sk 608 / sin Sk 5279)

Die Skala fir die Stammfunktion eX unterscheidet sich von der Skala fir die Funktion eX? durch das in natirlichen Zah-
len ausgedriickte Argument.

Da die exponentiellen und die logarithmischen Funktionen von gleicher Wichtigkeit sind, ist der Mathema-Stab sowohl
mit der Funktion eX..In Y als auch mit der anschlieBend besprochenen Funktion In X..eY versehen. Infolgedessen
kann man die einschldgigen Rechnungen immer direkt ausfihren. Es ist aber gegebenenfalls zu bedenken, daf die

der Stamm- und L i sind. Mit Exponen-
ten wiichst die der i ion eX, wahrend die der exponentiellen Umkehr-
funktion eY abnimmt. Die beiden halten sich beim 1 mit dem Ergebnis e = 2718281828459
= 1/0,3678794412 die Waage. gilt for die i der

Die additive Konstante fir die verschiedenen Stufen der eX -Skala betrégt ein ganzes Vielfaches von In 10
2,302585095 = 1/0,434294482.

n  nin1o n  nin1o n  nhi

1 2302585095 4 9210340372 7 16118095651
2 4605170186 5 11512925465 8 18420680744
3 6907755279 6 13815510558 . 9 20723265837

Um die additive Konstante fir mehrere Stufen auf den Wert 2,2 zu bringen, ist der Léufer des Mathema-Stabes mit ent-
sprechenden versetzten Marken versehen; der Léuferrand an der vorderen Schmalseite ist danach beschriftet.




Beispiele:
In V1 —085t = In 0558 = —0,584; Gst: 11 —xt Sk 0,85 / Y sk 0558; 1/y Sk 0558 / M % (ex) Sk — 0,584

In cos 409 = In 0,808 = —0,212; Gst: sin Sk 609 / ¥ Sk 0,80 'y Sk 0,808 / M (ex) Sk — 0,212
_ 1
Insec 409 = In o jupe = In 1,238 = 0.212; Gst: sin Sk 603 / Yy Sk 1.238; Y Sk 1,238 / M (ex) Sk 0,212
Insinh 409 = In 0,67 = —0,4; Gst: sinh 409 / Y Sk 0,67; My Sk 067 / M5 (ex) Sk —0,4
In VAD#—1 = In 0,285 = —1,253; Gst: yxt 1 Sk 1,04/ Y sk 0,285; 1/y Sk 0,285 / M (ex) Sk —1,253

Intan 300 = In 0,51 = —0,674; Gst: tan Sk 300 / Y Sk 0,51; ¥y Sk 051 / M§ (e9) Sk — 0,674

Intan 709 = In cot 308 = In; ! = 0474; Gst: tan Sk 300 / Uy Sk 196; Y Sk 1,96 / M % (%) Sk 0,674
In cosh 409 = In 1,205 = 0186; Gst: 01 cosh Sk 409 / M (e%) Sk 0,186

e =739 M(ex) Sk 2/Y Sk 0739 - 10

e2 = 01353 Gst: M j5(e¥) Sk 2/ iy Sk 1,353 - 1041

of = e22+18 = 546; M2Z(ex) Sk 1,8 / Y Sk 0546 - 10

et = e22-18 = 0,0183; Gst: M2Z (ex) Sk 1,8 / iy Sk 1,83 - 102

ot = 88422 = 59900; M%E (ex) Sk 18 /Y Sk 0,599 - 10

et = e88-22

0,0000167; Gst: M3 /(e Sk 18 / 1y Sk 1,67 - 105
10 = eI LT = 269 - 108; M §f (0¥ Sk 1,297 / Y Sk 0269 - 10¢
ar sinh 06 = In (0,6 + 11+ 04 = In (06 +1,166) = In 1766

0,569

Y Sk 06/ V14 Y Sk 1,166, Y Sk (1,166 + 04) / M % (%) Sk 0,569; (oder y Sk 06 / sinh Sk 36,256 = 0,59)
ar tanh 06 = In y(1+06):(1—06) = 0,693

VX Sk 16/ Vx Sk 04/ ySk1/YSk2 Ysk2/ M i (ex) Sk 0,695 (oder Y Sk 06 / tanh Sk 4419 0,693)

2

Die ithmi + In X und die exponentiellen
Umkehrfunktionen e*Y

Fir die i und i besitzt der Math 2wei drei
stufige Gruppen von Skalen, Y =  In X fir positive und negative Logarithmen, e+ fir direkte und reziproke Poten-
z e

Mit den logarithmischen Skalen erhélt man nicht nur die natirlichen i auf der Y-Skala,
sondern auch die Logarithmen zu einer beliebigen Basis a. Hierzu stellt man einen Schieberendstrich dem Wert a auf
der logarithmischen Skala gegentber, denn es muB sein

alog a 1
Die L zur Basis a i sich von den i it durch einen konstanten Faktor, den
Modul
M, = ¥ a.

Von Bedeutung ist der Modul des dekadischen oder Briggs'schen Logarithmus M —= 04343,
Beispiele: log 2 = Ig 2 = 0,301 Ig 10 x.
Das Potenzieren einer Zahl a mit dem Exponenten m auf dem Rechenstab kann so erklért werden, daB man auf der
Y-Skala m In a bildet und hierzu den Numerus auf der eY-Skala aufsucht, entsprechend der Beziehung

Inam = mina.
Statt dessen kann man aber auch den Numerus zu m - slog a von der y-Skala ausgehend bestimmen. Daf dies die
Regel ist, wird dadurch offenbar, da8 man die Y-Skala hier gar nicht benstigt und weder In @ noch m In a abliest,
Fir das Radizieren gilt das Vorstehende mit #n = m.
Die folgenden Schemas sind so angelegt, daB Schieberumstellungen nicht nétig werden.

—nx [ e Y X ia 1ate o
y m Hy oy a 1 Iy

y Hm Y, ¥ n 1 .

In X a b In X a all® e¥




Beispiele:
,653; 10 In Sk 1,05/ y Sk 1// 'y Sk 2/ 0,1 In Sk 2,653
0,3585; -101n Sk 0,95 / y Sk1 // y Sk2 / -0,1 In Sk 0,3585

08705; —0,1 In Sk 05/ ySk’5 // y Sk1/ —In Sk 0,8705
1087+ 1g

+058

234567 X
y Sk 0,1/01 In Sk 10 /01 In Sk 2345 / y Sk 337;
67 - 337 = 22558; y Sk1/01InSk10 // ySk058 / 01 In Sk 3,8

= 1067337

In (246 -10%) = In 246 + 8 In 10 = 5,51 + 18,42 = 2593

01InSk 246 / Y Sk5,51; 0,1 InSk 10 / y Sk1// y Sk 8 / Y Sk 18,42

¥ = (79 ~ 1810° = 3,27 - 10° Y Sk 7,5/ 0,1 In Sk 1810;

Y Sk 1810 / yx Sk 3,27 -10°

esind09 = 18; sin Sk 409 / In Sk 18

(In 102 = 53; 0,1 In Sk 10 / yx Sk 53

In (In10) = 0,835; 0,1 In Sk10 / M\ (eX) Sk 0,835

Die beiden Gruppen der logarithmischen Skalen weisen

ahlen auf, die einander reziprok sind. Die Angaben sind
Werte von e>>X > /e genaver ablesbar als auf der

y-Skala und y-Skala, und zwar um so mehr, je néher die

Zahlen bei 1 liegen.

Beispiel: 1/1,01234 = 098781,

Die Hyperbelfunktionen und i
Umkehrungen

Die Skalen fir die Hyperbelfunktionen sind auf der Rick-
seite des Schiebers aufgetragen. Wie bei den anderen
Schieberskalen und wie die Bezeichnung der Verdnder:
lichen mit x und y auch angibt, beziehen sich die Werte auf Hyperbelfunktionen

die y-Skala Die Skalen dieses Bildes sind nicht logarithmiert

re

2

Beispiele: sinh 0,6 n/2 inh 609 1,088; 0,1 sinh Sk 603 / y Sk 1,088
tanh 0,4 x/2 = tanh 408 = 0557; tanh Sk 400 / Y Sk 0,557
gsinh 0,2 12,659; y Sk 0,2 / sinh Sk 12,659
cosh 05 5 = cosh 509 = 1,325; 01 cosh Sk 509/ y Sk 1,325
91,99, y Sk 2/ 01 sinh Sk 91,99
In cosh 509 = 0281; Gst: 01 cosh Sk 508 / M 35 (ex) Sk 0,281
Da cosh x = X ist, so findet man die Werte von cosh x fur kleine Argumente mit Hilfe der sinh-Grund-
stufenskala und der Hyperbelskala yT+ Y2 genaver als mittels der cosh-Skala. In entsprechender Weise ergibt sich
sech x = Yi—tanh*x fir kleine Werte voi x mit erhdhter Genaulgkeit auf der Krelsskala =g
Beispiele: cosh 108 = ¥1 + sinh*x = 01571; Li. LY Sk 01/ re. L y1+ Y2 Sk 1,0123
gcosh 1,0246 0,223 14,20; re. L ¥x*—1 Sk 1,0246 / li. L Y Sk 0,142 = 14,29
nhx = 09876; Ii. LY Sk 0,1 / re. L yT—Y Sk 0,9876
1439; re. L yT—xt Sk 0,975 / Ii. L Y Sk 0,143
Man kénnte demnach die Beziehung cosh x = ¥sech x dazu benutzen, nahe bei 1 liegende Zahlen in reziproke Zah-

<7 ar sinh 2 = sinh 2

x

len zu die der Skalen £ In X gibt jedoch trotz gréBerer Einfachheit genau-
ere Werte.

Bei der Ausdriicke mit i beginnt man mit der Einstellung der
Hyperbelfunktion.

Beispiele: sin 40 - sinh 609 = 0881; 01 sinh Sk 603 / Y Sk 1 // sin Sk 603 / y Sk 0881
sin 609 : sinh 409 = 0,745; sin Sk 609 / 01 sinh Sk 408 // y Sk 01 / Y Sk 0743

Fir Werte x 2240 kann bei sinh und cosh das Glied % vernachldssigt werden. Es gilt dann: sinh x ~ cosh x ~ =

sin 3309 - sinh 3309 —794; sin 3308 = —sin 700

M0 (%) Sk 509/ y Sk 2// y Sk 1/Y Sk 892; y Sk 892/ Y Sk 1/ sin Sk 708 / y Sk 794

sin 2609 inh 2600 = —0,02725; sin 2609.= —sin 609

y Sk 1/ sin Sk 609 // 'y Sk 2/ Y Sk 1,618; y Sk 01 / Y Sk 1,618 // M (ex9) Sk 120 / 1y Sk 002725

Die wischen den mit einfachen, doppelten und halben Argumenten und die daraus

2u gewinnenden algebraischen Funktionen sind zusammen mit den verwandten Beziehungen zwischen cen trigonome-

trischen Funktionen tabellarisch nachstehend dargestellt.




. trigonometrischen .
Bezichungen zwischen den g/ C U T Funktionen

mit einfachem, mit doppeltem und mit halbem Argument

T F1FVIFR b
VIiEa= |WIF—1 =roEe - ¥
5 1+V1% 2 e it 4 1+V1tz
. Wi—= V"‘ 3 LHIVAZ e

: F1%s F1+Vit e
VEys+1 * el o T+z H
T1FYiF -

= . T1ViEs
2.V 1 F 2 TFa z V¥ixe yVIE—1

. 14 =
20 1 - Vize 2 WVIi=E

22 = e es
TEa YV F [lim-?x z

Die oberen Vorzeichen in den vorstehenden Formeln gehdren zu den trigonometrischen Funktionen, die unteren zu den
hyperbolischen.

Man erhdilt mit dem einfochen, mit dem doppelten bzw. mit dem halben Argument die angegebenen Funktionen von z,
wenn in der gleichen Spalte der Wert der Ausgangsfunktion fur das einfache Argument gleich z ist; z kann von einem
z2usammengesetzten Ausdruck wie a/b oder |'ab usw. herrihren.

Man erhélt die Beziehung einer Funkiion mit einfachem, mit doppeltem bzw. mit halbem Argument zur Ausgangsfunk-
tion in der gleichen Spcite mit einfachem Argument, indem man z durch die Ausgangsfunktion ersetzt, Die Avsdricke
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lassen sich in leicht ersichtlicher Weise vereinfachen, wenn man nur auf das doppelte bzw. auf das halbe Argument
als AusgangsgroBe Wert legt, nicht aber auf bestimmte Ausgangsfunktionen dieser Argumente.

Ein wichtiges Beispiel fir die i ist die goni Aufigsung
Glelchungen.

1. X * 20x —

Man setzt b/a = tan 2 ¢ und findet x; = * b tan ¢, x: = + b cot ¢.
2 X tlax+ b= 0mitb<a.

= F bcotg.

Man setzt b/a = sin 2 ¢ und findet x; = + b tan g, x2
Beispiele: x* + 234x — 5670 = 0; a = 117; b = 752; x; = 22,1; x» = —256,1
Y Sk752/y Sk 117 /'y Sk 1/ tan Sk 36363; ¢ = 18,189

Y Sk 1/y752// tan Sk 18183 / y Sk 22,1; y Sk 1/ Y Sk 75,2 // tan Sk 18,183 / '/y Sk 2561

X2+ 254 4+ 5670 = 0; @ =117; b =752; x; = —24; x; = —2065

Y Sk 752/ y Sk 117 // 'y Sk 1/ sin Sk 44,49; ¢ = 22,20

y Sk 752 /Y Sk 1// tan Sk 22,26 / y Sk 274; y Sk 1/ Y Sk 752 // tan Sk 22,26 / 1y Sk 2065

+ ¥V ke
2




Di i i und i I der El
des Mathema-Stabes

(x) f (%) [t (x) dx
xm XM/ (m+1) + C

—x/yi— 05x Y1—x* + 05 arcsin x + C

Vit

P 05x Vx'—1 — 05 arcosh x + C

o e+ C

x Inx XiInx—x+C

cos x sinx
—sin x cosx

sectx tanx
—cosect x cotx

sin x/cos® x secx ~C=Intan (/44 x/2) + C = ar amp x + C
—cos x/sint x cosecx c

11— arcsinx X aresin x + P1—x
—1/V1— arccos x X arccos x — 11

1/ (14 arctan x x arctan x — In 11
—1/ (1 arccot x L oncten At e

cosh x sinh x cosh x +

sinh x coshx sinh x + C

sech? x tanh x In cosh x — C
—cosecht x cothx In cosh x = C Pt [fedx
—sinh x/cosh? x sechx 2 arctan ex arsinh x  x arsinh x — yxt+1 + C

arcoshx  x arcoshx — Yxi—1 + C

Ted i

=empx w2+ C 1)
’7 1/ (1—

1 1

—cosh x/sinh? x cosech x —In ] coshx c » artanhx  x artanhx + In yi—xt + C
cosh x - (1—x*) arcoth x  x arcoth x + In Ve—1
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Potenzreihen der reellen und der i (z = x+iy)

Vitr =3 (07) am =1+ 22— 28 + 216 — 2256 + 23657143 — 24BTEI0 + . < 1
m=0

yaE1 Ve 3 =0m (%) fam = va (£ 12z — 182 £ 1168 — 125624 £ 136571432 — . ) 7> 1

m=0

ez = zvn! =1+ z 4 222 + 26 + 2924 + /120 + %/720 + 77/5040 + 7%/40320 + . . 1Z< e
n=0

In(i+z) = 3 (—1)=1 20/n = 7 — 22 + 293 — /4 + /5 — 296 + 2T — P8 + 299 — 710 + . . < 1
n

:;:h I = s (F 1) z20+1/(2n + 1)1 = z + /6 + 29/120 + 27/5040 + 29/362880 + 2'Y/39 916880 + . . 1< o

hE =S FONEQ =1 F 272 + 224 T 2720 + 24030 F 25 628800 F 2/ 419001 60 F .. < oo

coshz =
n=0

fom 1 2n(22n— 2n-1) = /3 + 2915 £ 27/1852941 + 29/4572581 + 2%/112,82562 + . . i

bty *2 (F 1)n=122n(220—1)B2n 220-1/(20)1 = z % 2/3 /75 & 2 2 n
n

o 3 Fn 220, =1z F 2/5 — 245 T 2/4725 — T/4T25 + /467775 — 114620209 F ..

ChE =3 (FUn2mBaze-yn)l = Uz F 25 — 45 F 24725 — 2 5 i

n=0
33
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sec

T 3 (R =
e == ¢ !

+ 22 + 248 £ 21180528 + 212911191 + 27182756 + . . 12 < a2
n=0

cosec z _ % ()0 (220—2) Bon 220-1/(20)1
cosechz —
n=0

Vz £ 206 + 23/51,42857 + 23/487,74193 + 7°/4762,20472 + < =

:::I":: I=26 3 ENN @izt yen+ 1) @l = 2 £ 26 4 21333333 £ 77/22,4 + 293291429 + 79/44,69841 + .
< i

=1

arecos 7 = /2 — arcsin z

arcoshz = In2z — 3 (20—1)1V/ (n- Z20+int220) = In 2z — 1/42% — 1710,646672 — 119,225 — VBIIE — . > 1
n=1
arctan z mz (FAn 20t +1) = 2 F 23 + 25 F 207 + 29 T g 4 2913 F 2915 ., < 1
artanh
i

arccot 2 = arctan !z @i =24.6...2
arcoth 2 - artanh /z (2n—1) 3.5, (2n—1)

aresee 1 = arccos 1z
rsech 1 = arcosh 1/ . ;
crspehie= Gredeh iz Die Beschréinkung auf die ersten Glieder der Potenz-

arccosec z = arcsin Yz reihen ergeben Naherungsformeln fir die Funktio-

arcosech z = arsinh /z nen bei kleinen bzw. groBen Argumenten
34
K F i i und ebene or Koordil
systeme
z=x+iy x = [zl cos ¢
r=lz =Vt +yr Yy =lzsing
¢=argz=oarctany/x*2xm m = ganze Zahl
z=r(cosp+ising) =re'"=ri’?" (Euler) 0 = (cosn ¢+ isinng) =
ot = ex (cos y + i siny) m eing= m i215/% (Moivre)
cosg = (efF +edi7)/2 nz=injz+ig
sing = (elv —e-iz)/2 tnz=(Inz)m
sinix = Isinhx sinhix = 1
cosix = coshx cosh ix cos x
tanix = itanh x tanhix = itanx
cotix = —i coth x coth ix = —i cot x
sinz sin x coshy + inhz = sinhxcosy +
+icos x sinhy +icoshxsiny
cosz = cosxcoshy+ coshz =  coshxcosy+
—isinxsinhy +1 sinh x sin y
sin2x_+ 1 sinh2y hy o Sinhzx i sinzy
tanz = “osx + coshzy tanh z = Coshax + costy
i . sinh2x — i sin2
cotz = SN — 1 sinhdy cothz = 14

—cos2x + cosh2y cosh2x — cosly




arcsin iz = i arsinh z iln(z+ yi+22)
arccos iz = —i arcosh iz = *iIn (z + V1+2) + w2
arctan iz = iartanh z =

\InI‘

arccot iz

——im):

aresin z = —i arsinh iz = —i In (iz + yi—zt)
arccos z = —i arcosh z In (z + i yi—zt)
arcton z = —i artanh iz = —iIn ] 1¥%
arccot 7 = reoth iz = —i In] )

Fur eine analytische Funktion Z = f(z) = X (x, y) + Y (x,y) gelien die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung

X _3Y X 2y
ax 8y oy T ax

und die Laplacesche Potentialgleichung

B 5 R
5 T Ey Tay

Eine analytische Funktion Z = f (z) vermitielt zu einer Kurve der z2-Ebene eine konforme Abbildung in der Z-Ebene und
umgekehrt,

X (x, y) und Y (x, y) sind harmonische Funktionen.

Die konforme Abbildung eines orthogonalen Koordinatennetzes ergibt wieder ein orthogonales Koordinatennstz

Parabolische Koordinaten
Z=z
Die Z-Ebene hat zwei

Fldchen mit den
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z= 42

Punkten ist f (Z) O oder = cc.

+T¥ x»— 2ix
+ X, konfokale Parabeln fur y
— X, konfokale Parabeln fur x

c ¥z
Reis= rtetiz, Polarkoordinaten mit verdoppeltem Argument. reis

Polarkoordinaten

Z=e

Den 4 Parallelstreifen von der Breite /2 fir y =

die unendlich viele Riemannsche Fidichen hat.

Obisy =

Z = 0und Z = ; in diesen singuléren

i VR — X2

e Hyperbeln fur Y
1% —X, gleichseitige Hyperbeln fiir X =
1'%, Polarkoordinaten mit halbiertem
Argument.

z=Inz
2x der z-Ebene entsprechen die 4 Quadranten der Z-Ebene,

X + 1Y = excos y + i exsin y x+iy=InR+ig
= X tan y, Geraden durch den Nullpunkt fir y = c. arcsin YeX * 2xm
o3 — X, Kreise um den Nullpunkt fir x = c. arccos Xex + 2xm
oif
@ = arccos ((In R)/f)
ion durch ip Radien, i

=1z

= ¢, die reelle Achse berihrend; Dipol.
L

iy’
Y2 = + YXix — X, Kreisbschel fur x — c, die imagindre Achse beriihrend; Dipol

Reiv 1/reis
R = 1/r, Spiegelung am Einheitskrefs.
v — @, Spiegelung an der reellen Achse.



tische Koordinaten

— Yefcosx =1
=cosz; Xt/coshty + Y¥/sinl osix — Yisinx = 1.

sinh z; —Xecosty -+ Yi/sinty Xe/sinhtx + Yt/coshix = 1.
= cosh z; Xtlcosty — Yi/sinty Xefcoshtx + Yy/sinhtx = 1

Die Bilder der Koordinaten fir Z =
der Koordinaten fiir Z

Uberlagerung des kar

sinh z sind hiergegen um 1L

sin z, cos z und cosh z stimmen miteinander Uberein (Brennpunkte in Z =
gedreht

+1), die

Z=z+
X+ v

z; iZ = iz —1fiz
= x + x4 ) I

(r + 1/1) cos g

Die kartesischen Koordinaten der

z-Ebene ergeben in der Z-Ebene das Bild der St

und des ip Netzes, Dipol im geraden Strom

=052 % 025 22—1

i (r—1/m) sin @

mung um den Einheitskreis (Str-

mungslinien und Aquipotentiallinien), ebenso das Bild der Strémung im Einheitskreis.

Der Einheitskreis der z-Ebene geht in die Gerade von X =

—2 bis X

+2 der Z-Ebene Uber.

Die underen Kreise um den Nullpunkt der z-Ebene ergeben konfokale Ellipsen in der Z-Ebene mit den Brennpunkten in
X =

genannten Brennpunk(en werden

Kreise durch die Punkte z =

Kreise durch den Punkt z

—1 mit dem Punkt z =

hrend aus den Geraden durch den Nullpunkt der z-Ebene konfokale Hyperbeln in der Z-Ebene mit den

1 gehen in Kreisbogen der Z-Ebene Uber.

+1in seinem Innem gehen in Joukowski-Tragfligelprofile Uber.
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Quelle und Senke gleicher Stérke, Bipolarkoordinaten

Z = tanh 272 z:ln(l+|)—[n(l—‘)*ln%
Z = coth 22 z=In(1+2) —In(1—2) = :*;

Ri = | cosec y |, Kreisbiischel fir y = c um X = 0, Y = + cot y durch die Pole X = + 1.

2 = | cosech x |, apollonische Kreisbindel fir x = ¢ um X = + coth x, ¥ = O.

. } 1z

Z < tonz2 T= =i+ i =iz =~}
Z = cot 212 —iln (Z—1) +iln@Z+1) =il ‘;*1
Ry = | cosech y |, apollonische Kreisblndel fir y = c um X = 0, Y = % coth y.

2 = | cosec x |, Kreisbschel fir x = ¢ um X = + cot y, Y = 0 durch die Pole Y = +

Zwei Quellen oder Senken gleicher Stirke

= yar+1

z

=In (Z—1) + In@Z+1) = In(22—1)
= 05 In(R*—2 Rtcos 27 + 1)

= arctan %1 2%
cos 2y — 1R®

x

<

Die Parallelen zur reellen Achse in der z-Ebene werden zu Hyperbeln in der Z-Ebene; sie gehen durch die Pole X =
+1, ihre Asymptoten durch den Nullpunkt.

Die Parallelen zur imaginéren Achse in der z-Ebene werdsn 2u konfokalen Cassini-Kurves
X ; insbesondere geht die ima

punkten in X = *
der Gleichung R

VZcos V.

der Z-Ebene mit den Brenn-
e Achse der z-Ebene in die Lemniskate der Z-Ebene ber gemd8




